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漸化式の極限を求める問題¶ ³
漸化式によって定義される数列

a1 =
√

2, an+1 =
√

2an

が収束することを示し,その極限値 limn→∞ an を求めよ.µ ´
この問題には, 2通りの解法が考えられる.¶ ³

1. 数列が有界単調数列であることを示し, 両辺の an+1, an を,

極限値 limn→∞ an = limn→∞ an+1 = xに置き換えた方程式を, xについて解く.

2. 自然対数を利用する.µ ´
1. 数列が有界単調数列であることを示し,両辺の an+1, an を極限値

limn→∞ an = limn→∞ an+1 = xに置き換えた方程式を, xについて解く方法

漸化式より, ∀n ∈ N, an > 0, また, ∀n ∈ N, an < 2 ⇒ an+1 < 2が分かる.

∴ ∀n ∈ N, 0 < an < 2.

また, an+12 − an2 = an(2 − an) > 0. ∴ {an}は単調増加数列である.

∴ {an}は,上に有界な単調増加数列であるので,収束する.

次に, limn→∞ an = xとおくと, an → x, an+1 → x なので, n → ∞のとき, an+1 =
√

2an

は, x =
√

2xと書ける. ∴ x = 0, 2. ∀n ∈ N, an > 0 より, limn→∞ an = x = 2 ¤

2. 自然対数を利用する方法.

an+1 =
√

2an の両辺の自然対数をとると, log an+1 =
1
2

log 2an =
1
2

log an +
1
2

log 2.

an+1 = pan + q の形の漸化式の一般項の公式

an =
q

1 − p
+

(
a1 −

q

1 − p

)
pn−1 より,

log an =
1
2 log 2
1 − 1

2

+
(

log a1 −
1
2

1 − 1
2

)
·
(

1
2

)n−1

= log 2 + (log a1 − 1) ·
(

1
2

)n−1

n → ∞のとき,

(
1
2

)n−1

→ 0より, log anは収束する.よって, anも収束する.

また, n → ∞ ⇒ log an → log 2. ∴ an → 2より, lim
n→∞

an = 2 ¤
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