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求めたい不定積分¶ ³∫ √
x2 + 1dxµ ´

x = sinh tとおく. t = arcsinhx.
dx

dt
= cosh tより, dx = cosh tdt.∫ √

sinh2 t + 1 cosh tdt =
∫ √

cosh2 t︸ ︷︷ ︸
cosh2 t−sinh2 t=1

cosh tdt =
∫

cosh2 tdt =
∫

1 + cosh 2t

2︸ ︷︷ ︸
cosh2 t=(1+cosh 2t)/2

dt

=
t

2
+

sinh 2t

4
+ C =

t

2
+

2 sinh t cosh t

4︸ ︷︷ ︸
sinh 2t=2 sinh t cosh t

+C · · · (∗)

x = sinh tより, x =
et − e−t

2
. et − 2x − e−t = 0

両辺に etをかける. e2t − 2xet − 1 = 0

これは etについての二次方程式なので,解の公式を用いて etを求める.

et =
2x ±

√
4x2 + 4
2

=
2x ± 2

√
x2 + 1

2
= x ±

√
x2 + 1.

左辺 = et > 0なので, et = x +
√

x2 + 1.

∴ t = log |x +
√

x2 + 1| .

逆双曲線関数 arcsinhxの対数表示¶ ³
arcsinhx = log |x +

√
x2 + 1|µ ´

∴ (∗) =
log |x +

√
x2 + 1|

2
+

sinh t cosh t

2
+ C · · · (∗∗)

x = sinh tなので, sinh tはそのまま xと置き換える.

cosh2 t = 1 + sinh2 tより, cosh t =
√

1 + sinh2 t =
√

1 + x2.

∴ (∗∗) =
log |x +

√
x2 + 1|

2
+

x
√

1 + x2

2
+ C

∴
∫ √

x2 + 1dx =
1
2
{log |x +

√
x2 + 1| + x

√
1 + x2} + C 　　//


